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Chapitre 1
Introduction

Lorsque I'on s’intéresse a la modélisation d’'un probleme particulier, on se base sur les
connaissances que I'on a sur celui-ci. Généralement, ces connaissances proviennent d’obser-
vations que I'on fait. Mais une observation ne fournit le plus souvent que des informations
partielles sur le sujet étudié. L'approximation est donc partie intégrante de toute tentative de mo-
délisation, puisque I'on ne se base pas sur des informations complétes. On utilise au contraire
des descriptions partielles pour représenter un systéme. Il est possible de généraliser ce propos,
et d’autres raisons veulent intervenir pour justifier cette partialité de I'information représentée.
Nous en donnons quelques-unes, réparties en trois catégories.

Tout d’abord, on peut classer toute cause d’imprécision subie, que I'on ne peut éviter. On
peut reprendre les arguments donnés dans le cadre d’observations imparfaites d’'un systeme.
On trouve cela en physique, ou toutes les données proviennent de mesures qui comportent
obligatoirement une part d’incertitude, d'imprécision. Mais il ne s’agit pas de I'unique origine.
Ainsi, en informatique, il peut arriver que la quantité d’information que I'on a sur un résultat
dépend du temps de calcul nécessaire pour I'obtenir. Alors, si I'on veut avoir un résultat a
un moment donné, il faut interrompre le calcul et se satisfaire du résultat obtenu jusqu’alors
(lorsque I'on calcule les décimales de que I'on s'intéresse aux traces de I'exécution d’un
programme, etc.).

D’autres raisons sont a l'origine de la partialité de I'information dans un modele. On peut
citer I'utilisation d’approximations voulues. Il n’est en général pas nécessaire de représenter
toutes les informations disponibles pour effectuer tel ou tel calcul. Ainsi, si I'on s’intéresse a
la modélisation d’un dé a 6 faces, la seule partie intéressante de cette modélisation ne sera la
plupart du temps que la valeur inscrite sur la face supérieure du dé. On se soucie peu de sa
composition, sa couleur, sa densité, la profondeur des points, etc.
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Enfin, méme une fois que I'on a sélectionné la partie des informations que I'on juge per-
tinente, il est possible que I'on n’ait pas envie ni besoin de les représenter avec la meilleure
précision disponible. Il existe de nombreux exemples ou I'on choisit un niveau de description
trés grossier par rapport aux informations disponibles. Ainsi, on peut modéliser des circuits élec-
triqgues de fagon simplifiée, et en déduire néanmoins de nombreuses propriétés intéressantes sur
leur comportement. En effet, les quantités manipulées sont définies macroscopiquement (I'inten-
sité, la tension) et un grand nombre de propriétés de ces systemes utilisent ces quantités (ainsi,
une grandeul? et 'équationU = RI permettent de caractériser une résistance). La thermo-
dynamique est un exemple encore plus flagrant, puisque son existence repose sur la possibilité
de définir de telles quantités et d’énoncer des propriétés les utilisant (un exemple célébre étant
I'équation des gaz parfait8V = nRT).

Aussi, comme on le voit, des approximations sont quasiment toujours présentes dans un
modele. On peut alors s’interroger sur la place qui leur est donnée en général. Leur existence
est-elle prise en compte ? Comment exprimer précisément les limitations qui en découlent?
Nous nous proposons dans ce travail d’étudier ce que l'utilisation de descriptions partielles
implique sur la connaissance que I'on peut avoir d’'un systeme que I'on modélise.

Pour cela, nous nous intéressons tout d’abord a ce que peut étre un modele, et ce que re-
présentent les éléments descriptifs de ces modeles. Une premiere question a considérer est la
suivante : Que choisit-on de modéliser ? En effet, on ne veut pas représenter des informations
gue I'on ne juge pas importantes pour un besoin particulier. On effectue une sélection des pro-
priétés que I'on veut avoir explicitement dans le modéle. Un premier choix s’opéere donc, que
I'on peut qualifier d’élagage “horizontal”. De plus, comme nous venons de I'évoquer, on doit
choisir pour les informations que I'on a décidé de représenter une précision maximale, une
résolution. On est obligé en général de décider d’'un niveau d’approximation, puisque tout re-
présenter est le plus souvent impossible. C’est I'élagage “vertical’. Ces choix montrent que
pour un méme systeme a modéliser, il existe de nombreuses maniéres de procéder. Par la suite,
nous qualifierons deeprésentationtes différentes facons de modéliser un systéme donné, pour
insister sur le fait qu’ils se rapportent a la description de ce systéme.

La présence d’'une multitude de représentations pour un méme systeme apparait alors comme
un élément important a prendre en compte. En effet, si tous les modeles que I'on considere se
rapportent au méme objet, il doit exister des moyens de relier les différents modeles. Nous
arrivons a un point intéressant qui servira de base a notre étude : pour étudier la notion de
connaissance basée sur des descriptions imparfaites, nous ferons abstraction du systéeme étudié
pour nous concentrer uniqguement sur les représentations que I'on a définies. Ainsi, au lieu de
mettre en relation une description partielle a la propriété qui lui correspond dans la réalité pour
le systeme, nous mettrons en relation les descriptions partielles provenant de différentes mo-



5

délisations, et nous nous intéresserons a la facon de traduire les informations d’'un modele a
l'autre.

Un point important découlant de I'étude de ces relations entre représentations est la possi-
bilité de définir une hiérarchie entre les difféerents modéles, en fonction de leur précision et de
leur capacité a exprimer plus ou moins d’'information. Cette notion d’ordre est sous-jacente au
concept de modele. En effet, un postulat que I'on peut énoncer a ce propos, et que I'on retrouve
de facon tacite dans la quasi-totalité de la démarche scientifique, est que si une représentation
(ou de facon similaire un modele) est plus précise qu’une autre, toutes les propositions acces-
sibles depuis la représentation la moins précise le sont aussi depuis la plus précise des deux.
Une formalisation rigoureuse des relations existant entre diverses modélisations peut permettre
d’étudier ce type de questions.

Ce gque nous proposons

Nous commencerons par étudier la question de la définition de modélisations et des rapports
gui existent entre elles. Nous analyserons ce probleme d’'une facon tres générale, pour en isoler
certains aspects qui nous semblent le caractériser.

A partir de cette discussion, nous allons définir un ensemble de structures algébriques per-
mettant de formaliser ce sujet. Principalement, deux éléments entrent en jeu pour cela : un
moyen de définir une représentation, version algébrique et abstraite de la notion de modéle, et
la caractérisation de méthodes permettant de relier différentes représentatiomspidsen-
tation sera une structure trés proche de celle d’ensemble partiellement ordonné. Ses éléments,
appeléslescriptionorrespondent a diverses descriptions partielles que I'on peut faire de I'état
du systeme, et I'ordre partiel définit une relation de précision sur les descriptions. Ainsi, une
descriptiond; sera dite plus précise qu’une descriptibn(ce que I'on notel; < d,) si toutes
les informations contenues dadissont aussi présentes dafs

Puisqu’il existe en général plusieurs manieres d’observer et de représenter un systeme, nous
devons considérer I'existence de plusieurs représentations pour le méme systéeme. Pour forma-
liser cela, nous introduirons l'usage de fonctions permettant d’effectuer des traductions de des-
criptions d’une représentations & une autre. Ces fonctions sont simplement des fonctions crois-
santes. Si I'on a deux représentatiBn et R, et que I'on utilisef;; : R; — R pour traduire
une descriptionl; € R4, fy1(dy) est la description d&, qui contient le plus d’informations
parmi celles fournies pat;, et qui n’en contient pas d’autres (il peut en particulier s’agir d'une
description “vide” ne fournissant aucun information). A nouveau, a l'aide de considérations
générales sur ce que peut étre ce processus de traduction, nous identifierons des propriétés que
I'on doit imposer aux fonctions de traduction. Ainsi, la traduction d’'une représentation vers
elle-méme est 'identite, et si I'on a trois représentatifs R, et R, et sif;; est la fonction
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de traduction d&k; versR,;, on veut qu’elles vérifient :

Vdy € Ry, fan(di) < faz 0 fou(dr)

En d’autres termes, cela signifie que lors d’'une traduction d’'une représentation vers une autre,
on peut perdre de I'information si I'on passe par une représentation intermédiaire.

Nous intituleronsystéme de représentatidastructure algébrique comportant un ensemble
de représentations et un ensemble de fonctions de traduction vérifiant ces propriétés. Cette struc-
ture va servir de base pour effectuer une étude logique précise du comportement des connais-
sances dans le cadre d’'observations. Pour cela, nous définirons un langage propositionnel dans
lequel nous exprimerons les propriétés représentant le comportement de I'information. Ce lan-
gage comprend un ensemble d’opérateurs de modalitui permettent de faire apparaitre
explicitement dans les propositions I'existence de plusieurs manieres d’observer un systeme
donné. Ainsi, un opérateux; est associé a chacune des représentafiynst la signification
d’'un terme de la formés; ¢ est qu’en utilisant les descriptions @, on est sOr que la proposi-
tion ¢ est vérifiée par le systéme.

Il existe plusieurs facons de relier les descriptions des diverses représentations d’'une part
et les propositions de notre langage logique d’autre part. Aussi, nous identifierons plusieurs
logiques, correspondant a différentes approches de la modélisation. En particulier, nous nous
intéresserons a I'étude des relations entre les connaissances associées a deux représentations
dont I'une est plus précise que l'autre, c’est-a-dire dont I'une contient toutes les descriptions de
I'autre. On peut supposer que dans de telles conditions, toute connaissance accessible grace a
la représentation la moins précise doit I'étre aussi grace a la plus précise.

La discussion sur les différentes logiques nous permettra d’identifier une logique particu-
liere, que nous intituleron®L commelogique d’observationCette logique, basée sur la lo-
gique intuitionniste et dont les axiomes modaux sont donnés dans Ig falile 9 p.135, permet
d’exprimer simplement de nombreuses propriétés concernant les rapports entre la connaissance
et I'observation. Bien que cette logique ne permette pas de relier entre elles les connaissances
associées a plusieurs représentations de facon trés forte (ce qui est pourtant I'un des objectifs
de cette étude), nous pensons qu'’il s’agit d’'une modélisation adéquate du sujet que I'on s’est
proposé d’étudier.

Les résultats obtenus

On peut regrouper les résultats que nous avons obtenus et que nous présentons dans ce tra-
vail en deux catégories. Tout d’abord, nous avons défini un ensemble de structures algébriques
pour la formalisation de systémes. Parmi elles, il y askestémes de représentatipgsoqués



plus haut, et nous avons de plus définibgsrarchies de représentationgui sont une variante

de ces systémes de représentations. Elles different des premieres en ce sens que I'on impose
des conditions sur les représentations utilisées — elles doivent contenir une description “vide”
ne contenant aucune information, ainsi qu’une opération de conjonction entre les descriptions
— ainsi que sur les relations entre les représentations — puisqu’en utilisant la comparaison de
précision entre représentations évoquée plus haut, nous imposons qu’il existe toujours une re-
présentation plus précise que deux représentations données.

Nous présentons ces structures avec un ensemble d’outils et de constructions de base per-
mettant de les manipuler. En particulier, ces constructions que I'on propose sont trés générales
et flexibles, ce qui fait de la structure de hiérarchie de représentations un formalisme adéquat
pour la modélisation de systemes.

Parallelement a cela, nous proposons une discussion de nombreux aspects concernant le
comportement logique de la connaissance basée sur I'observation, et la |@diguéroduite
plus haut. L'un des principaux résultats de cette discussion est la nécessité de se baser sur la
logique intuitionniste dans une telle approche, ainsi que la non-vérification de I'axiome modal
5. L'origine de ces deux faits est que dans nos postulats, I'information provient d’observations
effectives, et que I'on considere que ne rien observer ne fournit aucune information puisque I'on
ne peut étre sir d’effectuer une observation avec une finesse, une résolution suffisantes.

Comme annoncé, nous nous intéressons de plus a la relation qu’il y a entre I'information
accessible depuis des représentations dont I'une est plus précise que I'autre. Nous montrons
gue l'idée intuitive, selon laquelle ce qui est accessible pour la moins précise I'est aussi pour
la plus précise, n'est pas Vérifiée, en particulier a cause de la présence d'implication dans le
langage propositionnel. A partir de ce résultat, nous nous penchons sur d’autres maniéres de
relier les connaissances relatives a plusieurs représentations, ainsi que sur la possibilité de relier
une connaissance obtenue par observation au systeme lui-méme, au systeme réel. Un élément
important que I'on identifie pour cela est 'importance de faire figurer, pour une observation
donnée, la méthode utilisée pour obtenir ce résultat, ce qui au niveau logique se traduit par
la nécessité, pour les observations, les connaissances de base que I'on manipule, d’'indiquer
explicitement la représentation a laquelle elles se rapportent. On se penche de plus sur une classe
particuliere de propositions que I'on qualifieothjectiveset telles qu’elles peuvent étre utilisées
dans toutes les représentations sans avoir a tenir compte de leur représentation de départ.

Le résultat principal de cette discussion peut étre interprété comme le fait que dans notre
approche, il n’est pas possible en général d’énoncer des propriétés se rapportant au systéme. A
la place, on doit se restreindre a des propositions qui relient entre elles les observations que I'on
peut faire. Ainsi, cela donne a ces observations le statut d’élémeglts puisque le systeme
lui-méme peut étre oublié totalement, au profit de ces observations qui deviennent les éléments
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tangibles que I'on manipule. Enfin, la discussion sur les propositions objectives montre dans
guelle mesure ces informations peuvent étre manipulées et regroupées, avec le fait particulier
gue les implications autres que celles déduites directement de la structure du systeme ne sont
généralement pas objectives.

Structure du document

Le mémoire que nous proposons s’articule en trois parties. Tout d’abord, nous étudions de
facon théorique différents aspects liés a I'observation partielle de systemes et de définition de
modéeles. C’est 'occasion de définir les structures algébriques de base que nous utiliserons par la
suite, comme legeprésentationgt lessystemes de représentatiol® plus, nous définissons
a l'aide des systémes de représentations la logique observatiofiellet nous en donnons
guelques propriétés.

Dans la partie suivante, nous présentons une discussion sur I'existence d’'un ordre entre
les représentations relatives a un méme systeme, ce qui nous conduit a définir une variante de
la structure de systémes de représentations, que nous app&mrshies de représentations
Ces nouvelles structures nous permettent de définir une deuxiéme fagcon de modéliser la connais-
sance sous la forme de la logiqle4 + KV, et de mettre en valeur deux notions particulieres
s’y rattachant : la localisation de propositions et la consistance de hiérarchies.

Enfin, dans la derniére partie, nous revenons sur les deux logiques que I'on a défini dans les
parties précédentes, et nous les comparons en mettant particulierement I'accent sur l'interpré-
tation que nous en donnons du point de vue de la modélisation de connaissances. Ainsi, nous
suggérons queL, bien gu'apparement moins puissante et expressivé$uie KV, constitue
dans notre approche la “bonne” logique, celle la plus adaptée, en utilisant les faiblesses appa-
rentes de cette logigue comme autant d’indications sur ce qu'il est loisible ou non d’énoncer
comme propriétés concernant I'observation d’'un systeme.



Chapitre 2
Contexte

Nous allons dans un premier temps donner un apercu de divers travaux existant sur des
éléments que nous utiliserons par la suite. Il s’agit tout d’abord de la notion d’approximation
qui apparait sous de nombreuses formes dans divers domaines de I'informatique théorique, puis
nous présenterons certains aspects concernant les logiques intuitionnistes et modales ainsi que
la modélisation de la connaissance en relation avec les flots d’'informations et les observations
partielles.

Enfin, nous préciserons I'approche retenue, celle que nous développerons dans la suite de
ce travail.

2.1 Approximation et abstraction

Systémes formels en intelligence artificielle

Il existe en intelligence artificielle une longue tradition d’utilisation de processus d’abstrac-
tion dans le cadre du raisonnement, qui se justifie par le fait qu’abstraire un probléme permet de
supprimer des éléments qui sont jugés inutiles, pour avoir ensuite moins de données a considérer
et rendre le probleme plus facile a traiter.

Historiquement, I'abstraction a d’abord été utilisée dans les domaines de la résolution de
problémes et de la planification [56,/46, 47] et la preuve de théorémes [52] avant de la voir
appliguée a de nombreux autres domaines (Voir [32] pour un survol). Ces abstractions sont
définies comme des fonctions de traduction de systémes formels préservant certains aspects
algébriques [5Z, 18, 32, 31], un systéme formel pouvant étre défini comme un langage logique
dont on a identifié un sous-ensemble (les axiomes), éventuellement muni d’'un mécanisme de
déduction ou d’inférence. Ainsi, dars [32], on définit un systeme formel comme un Hiptet
(A, Q,A) ou 2 est un ensemble de formules du langaget A est un mécanisme de déduction
(Deductive Machinefypour .. Dans ce cas, une abstraction écfite}; = ¥, est la donnée

9
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de deux systémes formels et>,, ainsi qu’une fonctiorf : A; — A, de traduction du langage.
Dans[31], on utilise justement la préservation ou non des trois parties d'un systeme formel pour
classer les différentes sortes d’approximations.

Plus récemment, la notion d’abstraction a été étendue et raffinée en déplacant la transforma-
tion du langage logique vers les modeles. Ainsi/ [51] définit une abstraction comme étant une
fonction transformant les interprétations de langages. On compare alors les langages en fonc-
tion de leurs modeles respectifs et de la fagcon dont ceux-ci sont transformés. De méme, notre
approche se rapproche de celle présentée dans [57]. En effet, les différents modéles que I'on
considére dans I'étude d’'un systeme correspondent a différentes facons de I'observer. Ainsi, on
définit une relation d’approximation entre différentes observations d’'un systeme (qui la sont
appelésystemes de perceptioa I'aide d’'une fonction transformant un systeme de perception
en un autre systéme de perception plus simple (la simplicité étant ici définie comme le fait que
les observations d’une perception peuvent étre traduites en observations de I'autre systeme, qui
est donc considéré comme moins precis ou plus simple).

Théories de Galois

Une autre approche générale de I'approximation est celle, trés simple, ou I'on a deux en-
semblesA et B, et une relation entre ces deux ensembiRss p(A x B), et 'on associe a un
élémentr € Al'ensemble{y | Ry}. Les éléments de 'ensemblepeuvent étre vus comme
autant d’attributs, ou de propriétés pouvant étre vérifiees par les élémeAts@iegenre de
structure ou des structures équivalentes se retrouvent dans de nombreux domaines de la littéra-
ture, souvent sous des noms différents. L'une des dénominations les plus générales pour cela
est celle déspace de Chunommeée ainsi du nom d’un étudiant de M. Barri[2, 37]. G. Birkhoff
I'appelle polarité [6] et elle apparait sous le nom dentextechez G. Hardegree [40, 19].

On retrouve cette méme structure chez J. Barwise et J. Seligman sous le nom de classifica-
tion [3]. Dans ce cas, le premier ensemble (celui dont les éléments sont “étudiés” par I'intermé-
diaire du second ensemble) est celui tté®ns correspondant au systeme, le second ensemble
étant celui desypes servant &lassifierles tokens. On note alots|= « pour indiquer que le
tokena est de typey.

On retrouve ce genre de construction sous forme ensembliste chez B. Ganter et R. Wille
[28], avec la notion de treillis de concepts. Ces structures sont définies a partir de ce qui est
nommé urcontexte formelet qui est un tripletO, A, I) ou O est un ensemble d’objetd, un
ensemble d'attributs €t € (O x A) une relation d’'incidence entre objets et attributs. Nous
retrouvons la exactement les éléments constitutifs d’'un espace de Chu. A partir d’un contexte
formel, on peut associer a un ensemble d’ohjétdes informations symbolisées par 'ensemble
>X des attributs vérifiés par tous les objets, soit = {y | Vx € X, zIy}. De méme, a un
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ensembl&” d’attributs, on peut associer I'ensemklg d’objets correspondant a cet ensemble
d’attributs. Avec ces définitions, il est possible d’étudier les différentes propriétés associées a la
composition de ces fonctions (les combinaisans-<, <><, etc.). En particulier, on a la relation
importanteA C <B < B C A. Sil'on ordonne les ensembles de partigsl) et o(B) par
I'inclusion, cette relation montre que la paife <) est une correspondance de Galois entre

et B (la définition étant la donnée de deux fonctions croissafitesA — Betg: B — A
vérifiantVa € A, Vb e B,a < g(b) & b < f(a), voir [6] pour plus de développements).

En utilisant les fonctions etr, on peut de plus définir la notion de concept formel, qui est
une paire(X,Y) telle queY =X et X = «Y. On considere donc des ensembles d’objets et
d’attributs tels que I'un définit exactement I'autre. Lensemble des objets est artsrision
du concept, alors que I'ensemble des attributs constituensemsion D’apres la définition, on
voit que I'extension autant que l'intension permettent seuls de définir un concept. L'ensemble
des concepts formels, ordonnés par inclusion des objets (et de fagon équivalente par inclusion in-
verse sur les attributs) est un treillis complet que 'on nomme habituellement treillis de concepts
(ou encore treillis de Galois).

Exemple

Pour illustrer cette approche, nous allons développer un exemple insgiré de [3], ou I'on re-
garde une facon de classifier les noms de la langue anglaise, en s’inspirant du dictionnaire
Webster On y trouve quatre catégories pour classer les mots : il y a les ng@B),

les adjectifs ADJ), les verbes transitifSTR VB et intransitifs (NT VB). Voici un extrait

d’une telle classification :

Webster || NOUN INTVB TRVB ADJ
bet 1 1 1 0
eat 0 1 1 0
fit 1 1 1 1
friend 1 0 1 0
square 1 0 1 1
swallow 1 1 1 0

Si I'on se limite a ces seuls mots, on peut explorer la notion de concept. Par exemple, on
a:>{eat = {INT VB, TR VB}. Dans l'autre sensj{INT VB,ADJ} = {fit}. Pour la

notion de concept formel, on exige que les ensembles d’objets et d’attributs s’envoient
I'un sur l'autre avec les opérationrset>. Le premier exemple nous fournit un premier
contexte formel ({eat}, {INT VB, TR VB}). On a en effet vu la premiere égalité, et

la seconde se vérifie facilement. Le deuxieme exemple cependant ne nous fournit pas
un concept formel, puisque l'onta{fit} = {NOUN, INT VB, TR VB, ADJ}. On peut
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vérifier que I'on a alors obtenu un concept :
({fit}, {NOUN, INT VB, TR VB, ADJ})

Il est possible de représenter 'ensemble des concepts formels associé a un contexte for-
mel sous la forme d’un graphe ou chaque point est étiqueté par un ensemble (eventuelle-
ment vide) d’attributs et d’objets. Dans cette représentation, chaquepoantespond

a un concept donc les objets sont ceux apparaissant dans les étiquettes des pgjints sous
tandis que les attributs sont ceux dans les étiquettes des points au-degsla tigure

[2.7 donne une représentation du contexte tiré du dictionkiétester

() bet, swallow () square

Figure 2.1 — Représentation du treillis de Galois (ou de concepts) de I'exemple

Une autre variante importante est celle utilisée dans le cadre de l'interprétation abstraite
[16,[17]. Dans ce cas, le premier ensemble désigne I'espaueret par opposition a l'autre
ensemble qui est dabstrait Traditionnellement, on parle alors de fonction d’abstraction pour
f (et on la notex) et de concrétisation poyr(on la notey). De plus, on considere que I'ordre
est inversé pour I'espace abstrait, et on obtient alors ce que rigoureusement on nomme une cor-
respondance de Galois semi-duale (ce qui se traduit par rapport a la définition donnée ci-dessus
par le renversement de I'ordre a gauche de I'implication). Elle se caractérise par I'équivalence
Suivante :

Vae A,Vbe B,afa) <b<s a<~(b)
Ce formalisme peut alors étre étendu de fagcon générale a des fonctions opérant sur les ensembles
concrets et abstraits. Ainsi, si I'on a une fonction “concrefe” A — A, on peut définir la
fonction “abstraite” associéeo f o+, qui est en général plus simple que la fonction de départ, et
I'étude de propriétés sur la fonction abstraite permet d’obtenir un certain nombre d’information
sur son équivalent concert.
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Exemple

Un exemple simple d’un tel processus d’approximation est donné par la regle des signes
lors de calculs sur les entiers. On considére que I'ensemble cohest’'ensemble des
parties deZ ordonné par l'inclusion. Lensemble abstrditest lui constitué des diffé-
rentes facons de comparer un ensemble d’entiers a zéro. Il est représenté dans la figure
2.2.

Figure 2.2 — Treillis des signes

Les fonctionsy ety se définissent alors naturellement. Ainsi, par exemyl,0) = Z*,

ou encorex({0,1,2}) = > 0. On peut alors par exemple définir une version abstraite
notéex* de la multiplicationx définie sur des ensembles de nombres (5oit ¥ =

{zy | x € X,y € Y}). On définit alorst x# y = a(y(z) x v(y)). Des calculs simples
permettent de vérifier que, entre autres :

>0 X7 >0 = >0 >0 x7 <0 = <0
0x* T =0 £0 x# #£0 = #0

On le voit, ce formalisme permet de manipuler la notion d’approximation ou d’abstraction
de fagon simple et puissante, puisque I'on peut étendre celles-ci a des fonctions et donc a en-
visager I'approximation dans un cadre non seulement statique (ou I'on ne considére que les
descriptions de fagcon intrinseque) mais aussi dynamique (ou I'on peut en plus avoir des rela-
tions entre descriptions, ces relations provenant de I'usage de fonctions entre elles).

Toutes ces constructions ont effectivement la méme origine et les versions les plus abstraites
peuvent étre vues comme des généralisations et la construction de départ, exprimée par des
espaces de Chu. Aussi, le point de départ est trés simple, et la structure de base, du fait du peu
de contraintes qu’elle impose, permet de I'appliquer a une trés grande variété de domaines et
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de sujets. Ainsi, on la trouve dans la littérature utilisée dans le cadre de la concutrence [37,
54], la modélisation de la logique linéaire [48, 55], I'analyse de concepts [28], I'étude de flux
d’'information (nformation flow analysis[3], 'analyse statique de programmeés][17, 15], et de
nombreux autres encotie [53,/42].

2.2 Logiques intuitionnistes et modales

Pour effectuer I'étude logique du comportement de I'information de notre approche, nous
allons utiliser un langage propositionnel, et mettre en relation une modélisation sémantique de
ce comportement (en utilisant des modeéles, et plus particulierement des structures algébriques
inspirées de celles que I'on utilise avec les correspondances de Galois) avec une modélisation
syntaxigue, ou nous définissons des regles de manipulation des propositions pour effectuer des
déductions. Nous utiliserons pour cela deux variantes de la logique classique, qui sont la logique
intuitionniste d’'une part, et la logique modale d’autre part.

Logique intuitionniste

Nous allons tout d’abord présenter la logique intuitionniste. Celle-ci est issue de réflexions
faites par le mathématicien hollandais L. E. J. Brouwer au début du XXéme siecle a propos des
mathématiques en tant qu’activité intellectuelles [([7, 8], tous deux repris et traduitd_dans [9]).
Pour lui, les mathématiques ne sont rien d’autre qu’'une construction intellectuelle, et les faits
gue I'on manipule ne peuvent étre considérés comme vrais que si on les a prouvés. De méme,
si I'on affirme qu'il existe un objet vérifiant une certaine propriétéc’est que I'on a exhibé,
construit un tel objet.

Or, cela revient a ne pas accepter le principe du tiers-exclu, qui dit que pour une propriété
P donnée, soitP est vraie, soitP est fausse ou dit autrement sa négatian est vraie (ce
que l'on I'écrit P v —P). Par exemple, considérons la conjecture de Goldbach, qui dit que
tout nombre pair est somme de deux nombres premiers (notars-as recherches actuelles
ont permis de vérifier cette conjecture pour de nombreux entiers (jusqu’a envirof21]),
et aucun contre-exemple n’a encore été trouvé. Cependant, si I'on a testé empiriquement cette
conjecture, aucune preuve de cette conjecture n’existe a I'heure actuelle. Aussi, pouvons-nous
écrireG V —G et que cela voudrait-il signifier ?

La logique intuitionniste insiste sur I'aspect constructif d’une preuve. Ainsi, la preuve de la
propositiony — 1 est une construction qui transforme une preuve éa une preuve de. La
preuve dep — ¢ ne dépend pas de la prouvabilité deUn autre point intéressant, la preuve
d’une disjonctiony V ) est donnée par soit la preuve gdesoit la preuve dey. On voit donc
dans ce cas que le principe du tiers-exclu n’est pas vérifié.
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Nous donnons une formalisation de cette logique sous forme axiomatique a la Hibert dans
la tablg 1. On pourra de plus trouver une version en calcul des séquents dang Ta faile 4 p.50. On
pourra se réferrer a[41, 62,126] pour plus d’informations sur la logique intuitionniste.

Axiomes :
p— (Y — )
(p—=¢) = ((p— W —0) = (p— 7))
e — (W —pAY)
PANY = AP =Y
p—=oVY hb—pVY
(p =) = (v =) = (VY — 1))
L=y

Regle :

o oY
(0

Modus Ponens

Table 1 — Axiomes et régles de la logique intuitionniste

Historiquement, le modele de la logique intuitionniste est fourni par la classe des algebres
de Heyting compléetes. Une algébre de Heyting est un treilis<, v, A) pour lequel il est
possible de définir une opération de pseudo-complémentatitaile que :

Ve,ye LVzeLl,z<rxr—ysrAz<y

On parle d’algébre de Heyting compléte quand le treillis sous-jacent est lui-méme complet, c’est-
a-dire que I'on peut définir I'union et l'intersection d’'une famille quelconque d’éléments de

Un exemple emblématique d’algébre de Heyting complete est constitué, pour un engemble
donné, de son ensemble de parties ordonné par I'inclusion. Dans ce cas, le pseudo-complément
A — Bestlensembldz | r€ A=a2e€ B} ={x |z ¢ Aoux € B}.

Il est intéressant de remarquer que les opérations de réunion, d’'intersection et de pseudo-
complément d’une algebre de Heyting compléete correspondent exactement aux opérations de
disjonction, conjonction et implication de la logique intuitionniste. On pourra se repofter a [6]
pour de plus amples développements.
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Logique modale et épistémique

Nous allons maintenant présenter la logique modale, qui comme la logique intuitionniste,

a été inventée au début du XXéme siecle dans le cadre d'une reflexion sur divers aspects de
la logique classique. Elle a été pour la premiere fois proposée par C. LLewis [50] qui explorait
divers aspects de I'implication en logique classique. Dans cette nouvelle logique, on introduit
un nouvel opératelr, tel gu’une propositionly signifie” p est nécessairement vraid”ajout

de cet opérateur permet alors de distinguer des propositions qui sont forcément vraies et qui le
sont dans tous les contextes de celles qui sont vraies “par hasard” dans certains contextes. Une
présentation approfondie de la logique modale peut étre trouvéel dans|[44, 45, 14].

Il est possible de donner plusieurs interprétations du réle de cet opérateur de modalité. Nous
allons nous intéresser plus particulierement a la logique epistémique. Dans cette approche, on
utilise la logique pour modéliser le raisonnement que I'on peut faire sur la connaissance. Le
premier traitement en profondeur de ce sujet a été fait au début des années 1960 par Hintikka
[43]. On peut trouver un survol du domaine dens [38]. En logique épistémique, on considére un
ensemble d’agent§A,;},.; qui peuvent avoir des connaissances sur le monde qui les entoure,
et on associe a chacun un opérateur de modalité Rpt@< pour knows. Ainsi, un terme
K; ¢ signifie que I'agent4; sait I'information ¢. En formalisant de différentes maniéres le
comportement de ces opérateurs, on peut exprimer autant de fagcons de relier la connaissance
entre les différents agents. Nous allons nous attarder sur quelques-uns de ces comportements.
Pour cela, introduisons dans la tabje 2 quelques axiomes usuels de la logiqgue modale.

Ki(p =) = (Kip — Kiv) K
Kip — 2K~ D
Kip—¢ T
Kip— K; K¢ 4

5

Ko — K, ~K;p

Table 2 — Quelques axiomes en logique modale

Faisons un rapide survol de ces axiomes. L'axidifietout d’abord, exprime pour I'ap-
proche épistémique le fait qu'un agent peut faire des déductions. En effet, si unfgsit
© — 1) et saityp, il peut en déduire). L'axiome D précise que la connaissance d’'un agent est
consistante. Ainsi, s{; est sir qu’une propriétg est vraie, alors il ne peut pas étre sir aussi
gue sa négatiomy est vraie elle aussi. Laxiom®, plus fort queD, stipule qu’'un agent ne
sait que des choses vraies. Ainsi, on parle bien de connaissances et non de croyances. Les deux
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derniers axiomest et 5, énoncent des propriétés sur ce que I'agent sait de lui-méme. Ainsi,
exprime le fait que si un agemt; sait une proposition (soit K; ¢), alors il sait qu’il la sait (soit
K; K; ¢). Inversement, pour I'axiom®, si un agent ne sait pas une propositjo(soit cette fois

=K p), il sait qu’il ne la sait pas (Soik’; ~K; ).

Pour avoir un survol complet de la définition d’éléements usuels en logique modale, il faut
inclure la réegle de nécessitation no®kec, qui indique que les agents connaissent tous les
théoremes de la logique considérée. En d’autres termesy salorsk K; ¢.

A l'aide de ces axiomes, on peut donc définir plusieurs logiques. Nous allons dans un pre-
mier temps nous pencher sur la logique appelée usuelle®Betits’agit de la logique obtenue
en utilisant les axiomeK, T, 4 et5 ainsi que la regl&ec. Un ensemble de travaux considérent
gu’elle est adéquate pour modéliser la connaissance (on peut citer comme représentant de ce
courant le livre [[23]). Il s’agit d’'une approche trés forte de la connaissance, puisqu’alors, un
agent a des connaissances tres préecises sur le monde. Il sait que ses connaissances sont exacte
et sait ce qu’il sait et ce qu’il ne sait pas. Dans notre optique, cette logique est trop forte, puisque
si I'on suppose que les connaissances viennent des observations, I'@xapeut étre vérifié
en général. Ce point sera d'ailleurs développé dans la derniére partie.

Un autre ensemble de logiques a considérer est constitué des logiques modales intuition-
nistes [58]. Un grand nombre de travaux leur a été consacré ces derniéres années, d’'une part
du fait de grand nombre d’applications (systémes distribués [60], vérification de circuits [24],
langages de programmation [20], etc.). D’autre part, de nombreuses études ont été faites pour
exhiber des modeles de ces logiques. On peut en particulier s’attarder sur la ko est
la logique intuitionniste a laquelle on ajoute les axioesT et4 et Nec. Le type de modéle
le plus souvent utilisé dans le cadre des logiques modales sont les structures de Kripke. Une
structure de Kripke est composée d’'un ensemble d’éléments appelés mondes, et de relations
binaires entre ces mondes, une par agent. La grande souplesse de ces structures vient du fait
gue le type de relation modélisant une modalitédécoule directement des axiomes utilisés.
Ainsi, dans le cas d&4, les relations sont des ordres partiels, p8ar il s’agit de relations
d’équivalences.

On connait depuis les travaux de Godel I'existence de liens forts entre la logique rSddale
et la logique intuitionniste puisqu’il est possible de traduire la seconde dans la premiére [33].
Des travaux plus récents ont identifié des modéles variés pour la logique intuitidigdste-
cluant des constructions catégoriques [4, 5], des modeles computationnels [34] et géométriques
[35,[36], des systemes de représentation [12], etc.
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2.3 Connaissances et observations

Dans le cadre des relations existant entre la connaissance et I'observation, il existe un certain
nombre de travaux ou la premiere notion est basée sur la seconde. Nous allons nous pencher sur
les travaux portant sur les flux d’informatiomformation flow. Initiés dans un cadre formel
par F. Dretskel [22], ils ont conduit a de riches développements. Ainsi, dans [3], J. Barwise et J.
Seligman s’intéressent aux liens qui existent entre différentes facons de représenter la réalité, et
étudient comment mettre en relation les théories logiques obtenues. Ils se basent sur un forma-
lisme ou chaque point d’observation est décrit parelassification Cette structure correspond
exactement a un espace de Chu, et est donc constituée de trois éléments : un eAsBaible
jets a classifier, un ensembi, de types utilisés pour cette classification, et une relation de
typagel=4 entreA et 4.

Exemple

On peut considérer le cas ou I'on lance un dé a différents moment§’. Le résultat
d’'un tel lancer peut étre exprimé par un nombre compris enge6. Soit doncX; =
{1,...,6} 'ensemble des types associé aux élement§’ d®n peut alors définir une
relation de typage entre ces deux ensembles en affirmartlgyen si et seulement si le
résultat du lancer de dé a I'instangst le nombre.

Une telle classification permet alors de définir une étude logique du comportement du sys-
teme, en étudiant des relations vérifiées par les types de la classification. Pour cela, on définit
un séquent comme étant une pgifeA) d’ensembles de types, et on dit qu’une classification
A = (A, X4, Ea) veérifie ce séquent (ce que I'on ndig-, A) si et seulement si :

VeeA Vyel,olEay)=30€Aiax 40

On peut donc associer a une classificattota théorieTh(A) définie comme I'ensemble des
séquents verifiés paX.

De plus, il est possible de définir des relations entre différents classifications : étant donné
deux classificationsA et B, on définit uninfomorphismeentre A et B comme une paire
(fA fYYoulonaf™:¥, — Ypetf¥: B— A, etvérifiant:

Va e Xy, be B, f\/(b> ):A asb ):B f/\(Oé)

On peut remarquer que la définition d’'un informorphisme entre deux classifications est trés
proche de celle d’'une correspondance de Galois semi-duale entre deux ensembles partiellement
ordonnés. Il est d'ailleurs possible de développer ce paralléle et il a été montré dans [11, 10] que
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les classifications pouvaient étre rendues plus expressive en les transformant de fagon a utiliser
réellement des correspondances de Galois et non des informorphismes.

Le fait de pouvoir définir sur les classifications une méthode pour étudier logiquement le
phénomene de typage d’une part et une méthodes pour relier entre elles différentes classifica-
tions d’autre part permet d’étendre I'étude logique a plusieurs classifications, et donne ainsi la
possibilité de d’étudier la fagcon dont I'information (symbolisée par la relation de typage des
différentes classifications) est manipulée, transportée, transformée entre différentes fagons de
représenter un méme systéme.

Ces travaux montrent comment aborder de fagon concréete le probléme des relations existant
entre différentes méthodes d’acquérir de la connaissance pour un méme sujet, un méme systeme.
L'approche proposée est tres flexible, et dans la suite, nous nous inspirerons grandement de sa
structure.

[l convient pour finir d’évoquer les travaux mettant en relation la topologie et la calculabi-
lité. Le slogan, exprimé par M. Smyth dans][59], est que les ouverts sont des propriétés semi-
décidables. Cela a conduit au développement de la vision de la topologie (autrement appelée
logique géométriqgue) comme une logique des observations fifies [1]. Dans ce contexte, l'in-
formation est supposée provenir d’observations, et I'accent est mis sur I'aspect fini de la quan-
tité d’'information obtenue, ce qui limite la connaissance a des propriétés semi-décidables. Par
exemple, si 'on a un nombre réelet que I'on regarde ses décimales une par une (ce qui fait
gu’'a tout moment, on ne connait qu’'un nombre fini de décimales), savoiest différent de
Zéro ou non est un probléme semi-décidable.

Cette approche differe de celle que nous allons suivre, puisque nous mettrons I'accent sur
le fait que les observations ne permettent de considérer que I'on a une description compléte de
systeme, et non sur le fait que les descriptions correspondent a une quantité finie d’'informations.
Cependant, ces deux notions sont liées, et il est intéressant d’avoir en téte ce parallele.

2.4 Approche retenue

Aprés ce survol de différents travaux concernant des éléments que nous allons utiliser dans
notre étude, nous allons donner quelques précisions sur les objets que nous voulons modéliser,
en particulier les postulats que nous utiliserons.

Tout d’abord, qu’entendons-nous par systéme. Il s’agit pour nous d’'une partie du monde
dont les limites sont identifieées, et qui peut évoluer, se transformer, tout en restant identifiable.
Ainsi, une lampe de poche peut étre vue comme un systeme. Méme si I'on déplace cette lampe
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de poche, gu’on I'allume, etc., on reconnait néanmoins que I'on a toujours une lampe de poche.
Nous avons évoqué des modifications temporelles d’une lampe de poche, mais le fait de recon-
naitre un systeme va au dela de cela. Ainsi, on peut considérer plusieurs lampes de poches, de
différentes formes, couleurs, puissances, on parlera de lampe de poche dans tous les cas, et la
lampe de poche que I'on tient dans la main pourra étre vue commiastaaecedu systéme.

Ainsi, un systeme possede une structure connue, qui est veérifiée par toutes les instances du
systeme. C’est d'ailleurs cette structure que nous utiliserons comme caractérisation d’'un sys-
téeme particulier. En utilisant cette structure, nous pourrons alors nous intéresser a la description
d’instances particulieres du systeme.

Nous allons faire un postulat sur I'état du systéme : dans le processus de description que
nous allons faire, nous supposerons que nous décrivons une instance donnée, et bien détermi-
née du systéme. Dans ce cas, toutes les observations que I'on va faire, toutes les informations
gue I'on va acquérir sur I'instance précise que I'on étudie (dit autrement, sur I'état du systéeme)
seront cohérentes entre elles. Ce postulat ne signifie pas une correction implicite des observa-
tions, mais illustre le fait que toutes les informations que I'on obtient proviennent d’observations
du méme systeme. En effet, cela revient a dire que les affirmations dtetygdfectuant cette
observation-ci, nous avons trouvé ce résultat4&ht correctes, et correspondent effectivement
a la réalité. Mais nous n’affirmons pas que le résultat de I'observation correspond lui a la réalité.
Aussi, ce sont les observations qui sont réelles, pas leur résultat.

La description d’'un systéme et de son état comporte donc deux parties : d’'une part 'infor-
mation que nous qualifierons d’externe ou de structurelle, qui comporte les données relatives a
la structure du systéme, comme en particulier les états possibles du systeme, ainsi que les dif-
férentes facons de représenter, d'observer le systeme. On peut parler d’information structurelle
compléte, totale, puisque il s’agit des données de base que I'on considere, et tout ce que I'on
pourra dire par la suite reposera sur un tel ensemble d’informations structurelles.

D’autre part, la description du systeme comporte I'information décrivant son état “actuel”,
réel. Ainsi, on a des données sur l'instance du systeme a laquelle on a précisément affaire. Cette
information est incompléte, puisque I'on n'a qu’une description partielle de I'état du systeme.
Cela correspond a un ensemble d’états possibles du systeme. On se base donc sur une approche
“mondes possibles” a la Kripke ou une description peut étre vue comme la caractérisation d’'un
ensemble d’états que I'on considére comme tous possibles.

Cette approche aura de I'importance pas la suite. En effet, elle conduit a considérer comme
naturelle la notion de conjonction d’informations, qui se traduit par l'intersection des ensembles
de possibilités. Au contraire, la disjonction apparait comme moins préférable, puisque affirmer
guele systeme n’est pas dans I'étgt ou bien il n’est pas dans I'état, n’est pas une descrip-
tion “constructive” de I'état du systéme, comme peut I'étre une conjonction.
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Ces précisions étant données, nous allons présenter quelques exemples simples illustrant
notre approche, avant de définir les structures algébriques que nous utiliserons pour la formali-
sation et I'étude de systemes observés.
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Chapitre 3
Exemple : Des cartes et des enveloppes

Avant d’entrer dans la présentation du formalisme que nous voulons développer, nous allons
illustrer dans ce chapitre quelques uns des éléments principaux de ces travaux dans un exemple.
Pour cela, considérons une expérience ou I'on a deux candidats : Alice et Bernard, deux cartes,
I'une rouge et I'autre noire, ainsi que deux enveloppes. On commence par mélanger les cartes,
on en dispose une dans chacune des deux enveloppes, et on les distribues aux deux candidats.
Chacun est alors libre d’ouvrir son enveloppe comme il le désire et regarder quelle est la carte
en sa possession. De plus, on impose comme condition que aucun des candidats ne peut voir le
contenu de l'autre enveloppe, mais ils peuvent voir si I'autre a ouvert son enveloppe ou non.

3.1 Définition du systéme de représentations

Intéressons-nous tout d’abord a la fagon dont on peut représenter la connaissance pour I'un
des deux candidats, disons pour Alice. Tout d’abord, nous allons considérer deux descriptions,
gue nous nommeronsetR, et qui correspondent respectivement au cas ou Alice trouve une
carteNoire ou Rougedans son enveloppe. Ces deux descriptions correspondent au cas ou Alice
a ouvert son enveloppe. Définissons justement une autre description, nanicoéemeAlice),
qui correspond au fait qu’Alice a effectivement ouvert son enveloppe, sans donner d’indication
sur le contenu de celle-ci. Il s’agit d’'une description moins précise que les deux premiéres. On
adonc N < A etR < A. Par contre, comme il n'y a qu’un seul résultat possible pour I'ouverture
de I'enveloppe, les descriptionset R sont incompatibles, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de
descriptions plus précises que les deux en méme temps.

Puisqu’Alice voit si Bernard a ouvert son enveloppe, introduisons une descripponr
le cas ou Bernard a effectivement ouvert son enveloppe. Il est possible d’étre dans un cas ou
Alice a ouvert son enveloppe (et connait le résultat, donc la description correspondaria est
R) et ou Bernard a lui aussi ouvert son enveloppe. On décrit ces deux cas par deux nouvelles

23
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descriptionsiB etRB.
Enfin, ajoutons la description videé pour compléter cet ensemble de descriptions. On ob-
tient une représentatioR 4 (voir la figure3.1).

Figure 3.1 — Représentation associée a Alice

La descriptionR 5 associée Bernard est exactement la méme7Rue Cependant, pour
garder des noms de descriptions suffisamment “parlants”, nous inversanstliesB dans les
noms des descriptions. Comment relier les descriptions des deux représentations entre elles ?

Tout d’abord, les descriptions vidés, et T 3, correspondant toutes deux a une absence
d’'informations, peuvent étre mise en relation naturellement.

La descriptionA de R 4, qui correspond au fait qu’Alice a ouvert son enveloppe peut étre
mise en relation avec la descriptiare R 3 qui correspond au fait que Bernard a vu qu’Alice a
ouvert son enveloppe. Il en est de méme pour les descripti®ar contre, pour les descriptions
N etR des deux descriptions, elles ne peuvent pas étre mises en relation avec une description de
I'autre représentation, puisque aucun des candidats de I'expérience ne peut savoir le contenu de
I'autre enveloppe. Il y a néanmoins de l'information qui transite entre les deux représentations
dans ce cas |la, car si Alice a ouvert son enveloppe et trouvé la carte noire (destrai®rn,),
alors en patrticulier elle a ouvert son enveloppe( A) et donc Bernard a vu Alice ouvrir son
enveloppe. Aussi, la descriptiahde R 4 entraine la descriptioh de R g, laquelle n’entraine
en retour que € R 4.

Enfin, la descriptionB de R 4 exprime le fait qu’Alice a ouvert son enveloppe et trouve la
carte noire, et elle a vu Bernard ouvrir la sienne. Dans ce cas, Bernard a forcément trouvé la
carte rouge et sait aussi que tous deux ont ouvert leur enveloppe. En d’autres termes, on associe
NB aRA, etRB aNA.

Ces correspondances entre descriptions sont illustrées dans la figure 3.2.

Nous avons ainsi défini précisément notre systéme de représentations, c’'est-a-dire un en-
semble de représentations (une par point de vue, ici une par candidat), ainsi que les fonctions
permettant de les relier. Ces fonctions sont déduites des relations entre descriptions que nous
avons données. Ainsi, on a deux fonctigias, : R4 — Rp et fa : Rp — Ra, qui vérifient
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Figure 3.2 — Relations entre les deux représentations

par exemple, d’aprés la discussion précédente :

fB\A(NB) =RA fA‘B(RA) = NB
fBlA(N) =A fB|A(A) =A

Ces fonctions sont croissantes, et vérifient de plus :

da < fapo fela(da)  dp < fplao fas(ds)

On trouve la une version particuliere d’'une propriété que nous retrouverons par la suite, et qui
sera tres importante, puisqu’elle exprime le fait que I'application des foncfioss traduit par
une perte plus ou moins importante des informations contenues dans les descriptions.

A l'aide de cette structure, nous allons pouvoir commencer une étude précise du comporte-
ment logique que I'on peut associer a cette expérience.

3.2 Traduction logique

3.2.1 Définition du vocabulaire

Pour faire cette étude, nous devons d’abord définir les “briques de base”, c’est-a-dire les pro-
positions élémentaires que nous utiliserons. Nous proposons d’en définir quatre. Tout d’abord,
il y a globalement deux comportements possibles pour I'expérience : soit Alice recoit la carte
noire, soit elle recoit la rouge. Nous allons symboliser ces deux comportements par deux propo-
sitions atomiques AliceNoire et AliceRougequi correspondent respectivement — comme leur
intitulé I'indique — a une carte noire ou rouge dans I'enveloppe d’Alice.
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Nous allons introduire deux autres propositions atomiques pour symboliser les actions pos-
sibles d’Alice et de Bernard, c’est-a-dire pour symboliser le fait qu’ils ont ouvert leur enveloppe.
Soient donc deux propositions atomigudeeOuvertet BernardOuvert

Ainsi, notre vocabulaire de base est constitué de quatre propositibitseNoire Alice-

Rouge AliceOuvertet BernardOuvert Nous allons pouvoir maintenant combiner celles-ci en

des propositions plus compliquées pour exprimer des propriétés plus complexes se rapportant
au systeme. En utilisant les connecteurs logiques usuels (la conjongtadisjonctionv, I'im-
plication— et la négation-), on peut facilement écrire de telles propositions. Etant donné une
propositiony, nous écrirons- ¢ pour indiquer que le systéme vérifie cette proposition. Plus
précisément, nous voulons que cela corresponde a des propositions qui sont toujours verifiées
par les expériences, c’est-a-dire ne dépendant pas de la carte placée dans I'enveloppe d’Alice
ni de I'ordre dans lequel sont ouvertes les enveloppes. On veut donc avoir de cette fagon des
informationsa priori sur le déroulement de I'expérience.

On peut exprimer simplement quelques propositions de cette sorte, comme par exemple :

- —(AliceNoireA AliceRougé
F AliceNoireV AliceRouge

La premiére proposition exprime le fait que seule une carte se trouve dans I'enveloppe d’Alice,
alors que la seconde indique gu’il y a au moins une carte. Elles illustrent bien le rdle que I'on
veut attribuer aux propositions que I'on considére, c’est-a-dire que quelle que soit la fagon dont
se deéroule I'expérience, ces deux propositions seaqumiori verifiées. Nous disona priori
puisque dans la suite, nous présenterons une facon formelle pour vérifiée si une pyopsieté
bien telle que- ¢ ou non. Aussi noupensongjue les propriétés précédentes sont vérifiées par
le systéme mais plus tard, nous pourrons essayer de le prouver.

Dans le langage des propositions que nous allons utiliser par la suite, nous allons introduire
deux autres opérateurs (not&s et Kz) qui permettrons d’indiquer précisément la connais-
sance d’Alice ou de Bernard, soit de I'un des observateurs du systeme. Kingi,sera la
proposition associée au fait qu’Alice a suffisamment d’'informations pour prouvep crst
vraie. Un exemple de propriété que I'on peut exprimer a propos du systeme et utilisant ces
opérateurs peut étre :

AliceNoireA AliceOuvert— K 4 AliceNoire

En langage courant, cette proposition signifie que si la carte noire est dans I'enveloppe d’Alice
(AliceNoire et si Alice a ouvert son envelopp&liceOuver}, alors elle sait quelle carte est dans
son enveloppe. De méme, on peut avoir :

AliceOuvert— K 4 AliceOuvertA K g AliceOuvert
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La signification est que si Alice a ouvert son enveloppe, alors a la fois Alice et Bernard le savent.
Il s’agit la de la traduction sous forme logique d’une condition utilisée pour définir 'expérience.
Nous espérons donc qu’elle sera effectivement vérifiée par le systeme.

3.2.2 Liens avec les descriptions

Comme annoncé plus tot, nous allons relier de fagon précise les propositions logiques que
I'on pourra considérer avec des ensembles de descriptions de notre systeme de représentation.
Cette facon de procéder permet de traduire mathématiquement I'un des postulats de départ que
nous avions énoncé, qui est que la connaissance se base sur des observations. Ici, les informa-
tions liées directement aux observations faites par Alice et Bernard sont représentées par les
descriptions des représentatidRg et’R z définies plus haut, et ce seront elles seules qui seront
utilisées pour étudier le systéme. Comme il y a deux représentations, nous définirons donc deux
fonctions de traduction d’une proposition vers un ensemble de descriptions. Si I'ofi herte
semble des propositions que I'on peut écrire (sans se soucier de leur sens ou de leur véracité),
nous aurons donc une fonctigtj 4 : £ — (R 4) qui associe une propositigna I'ensemble
[¢] 4 des descriptions dB 4 qui permettent a Alice de prouver queest vérifiée, et de méme
une fonction]-]5 : £ — p(Rp) pour Bernard.

Propositions atomiques Pour effectuer cette traduction, il nous faut tout d’abord indiquer a
guoi correspondent les propositions atomiques que nous avons définies précédemment. Com-
mencons paAliceNoire Cette proposition indique que la carte d’Alice est la noire. Quel peut
étre 'ensemblgAliceNoird 4 ? Comme on vient de l'indiquer, il s’agit des descriptionste
correspond a une situation ou Alice a assez d’'informations pour prouver qu’elle a bien la carte
noire. D’aprés la définition d& 4 que I'on a donnée, on a:

[AliceNoirg , = {N,NB}

De facon similaire, on peut écrifédliceRougé, = {R,RB}. Sil'on se penche maintenant sur
I'interprétation de ces propositions atomiques en termes de descriptioRgs,den s’apercoit

gue la situation s’inverse, puisque pour Bernard soit sr qu’Alice a la carte noire, il faut qu’il
ait ouvert son enveloppe et ait trouvé la carte rouge. On a donc:

[AliceNoird s = {R,RA} [AliceRougés = {N,NA}

Traitons maintenant le cas de la propositlliiceOuverf et commencgons par le point de
vue de Bernard. Si Alice a ouvert son enveloppe, Bernard I'a vu, et sa connaissance correspond
donc a une description au moins plus petite quéussi, on peut écriréAliceOuverfz =
{A,NA,RA}. Du point de vue d’Alice, nous considérerons que dés qu’elle a ouvert I'enveloppe,
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elle en connait le contenu, c’est-a-dire que si I'enveloppe est ouverte, alors Alice sait si la carte
a l'intérieur est la noire ou bien la rouge. On pose donc :

[AliceOuverf, = {N,R,NB,RB}

En particulier, cela signifie que la descriptibde R 4 n’est pas danfAliceOuver} .. De méme,
on définit :

[BernardOuvert, = {B,NB,RB} [BernardOuvertsz = {N,R,NA,RA}

Connecteurs logiques Une fois que la traduction a été définie pour les propositions de base,
nous allons maintenant voir comme étendre la traduction a des propositions plus compliquées.
Commencons par la conjonction : étant donné deux propositi@is, quelles sont les descrip-

tions d’'une représentatidR; permettant de prouverA« ? Ce sont exactement les descriptions
appartenant a la fois a la traductipp]; de p et a[v]; dev. On déduit donc simplement la for-

mule :

[ A]s = [l N [¥]s

On traite la disjonction de facon similaire, pour obtenir la formigev ], = [¢]: U [¢];.
En effet, il est naturel d’interpréter la disjonctignv ¢» comme I'ensemble des descriptions
permettant de prouver sajt, soit¢). Limplication a un traitement un peu plus délicat, car il
faut prendre en compte explicitement une propriété des ensembles de I fdrmmee I'on n'a
pas évoquée jusqu’a présent. Ainsi, si une descriptienR; permet de prouver une propriété
¢ (soit en d'autres termes une descriptibtelle qued € [¢];), alors toute descriptiod’ plus
précise quel doit aussi permettre de prouver En d’autres termes :

d<d=delp]; =d €[]

Cette propriété ditde clbtureest vérifiée par les traductions que I'on a donné des propositions
atomiques, et les traductions de la conjonction et de la disjonction la conservent. Pour I'impli-
cation, on pourrait comme précédemment s’inspirer d’'une interprétation ensembliste standard
en posant :

o — ¢l ={d | d e [e]; = d € [¥]:}

Mais I'ensemble a droite de I'égalité ne vérifie pas toujours la propriété précédente, c’est-a-dire
que I'on peut avoir deux descriptiatetd’ telles quel’ < d,d € [¢ — ¢]; maisd’ & [¢ — 1];.

Cela signifie que I'ensemble> — ]; est trop grand, et ne prends pas en compte la propriété
de cléture que I'on veut imposer. Nous sommes donc obligés de modifier la définition, pour
obtenir :

[p =] ={d|Vd <d,d €]¢]; = d €[]}
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Il reste a définir une traduction pour les opératelifsCela se fait en revenant a la définition
des fonctionsf.. qui permettent de relier les descriptions de représentations différentes. Ainsi,
si 'on a deux descriptiong, € R etdg € Rp telles quefpa(da) = dp, que cela signifie
t'il ? Que dp est la description d& 3 qui correspond de fagon la plus proche a I'état décrit par
d 4, mais sans donner plus d’informations que Ainsi, sidg € [K4 ¢] 5, cela signifie ques,
transformée en la descriptiofy z(dp) de R4 est suffisante pour s’assurer gueest vérifiée.
On adonc:

[Kiely = {d | fa;(d) € [#]:}
On suppose de plus que 'on&; ¢]; = [¢]; pour traiter aussi le cas ou les deux indices sont
egaux. Nous avons donc défini des traductions pour la plupart des opérateurs logiques. Une liste
compléte sera donnée plus tard (voir t4Ble[6]p.65).

Signification du symbole- Maintenant que I'on a défini une méthode de traduction pour les
propositions en termes de descriptions, comment peut-on traduire le fait qu'une propgsition
véerifie ¢ ? D’apreés la discussion faite plus haut, elle signifie que quelque soit le déroulement
de I'expérience, on peut prouver queest veérifiée, soit en d’autres termes que pour un obser-
vateur: donné, quelle que soit la descriptidre R; associée a sa connaissance, ana[y];.

Ainsi, on définit pour le cas présent :

A partir de ces définitions, nous pouvons tout d’abord énoncer deux propriétés simples qui nous
serviront par la suite. Tout d’abord, une propriété de la fopme> « vérifiet p — ¢ si et
seulement sion av i, [¢]; C [¢]:. De plus, on & —¢ si et seulement &i i, [¢]; = 0.

3.3 Quelques propriétes du systeme

Nous allons pouvoir utiliser le formalisme précédent pour vérifier formellement si des pro-
priétés sont verifiees par le systeme ou non. Commengons par une proposition proposée préce-
demment —(AliceNoireA AliceRougg.

Pour la représentatidR 4, on aJAliceNoirg 4 = {N, NB} et[AliceRougé, = {R,RB}. Ainsi,
I'interprétation de la proposition précédente dasest I'ensemble vide. On vérifie facilement
gu’il en est de méme pouk 3. Donc on a bien :

- —(AliceNoireA AliceRouge
Par contre, on montre qué/:AliceNoireVv AliceRougeguisque que par exemple :

A ¢ [AliceNoireVv AliceRougé,
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Cela mets en lumiére un aspect intéressant de la modélisation de la connaissance dans ce
contexte, puisqu’illustrant le fait que le tiers exclu (qui stipule que pour toute propogition

on at ¢ V =) n'est pas vérifié. La logique classique ne s’applique donc pas a notre approche,
et il faut utiliser la logique intuitionniste a la place. Par contre, on peut avoir une version plus
faible de cette proposition :

- —(—AliceNoireA —AliceRougé

Cette derniere peut s’écrire de facon équivalénte—(AliceNoireV AliceRouge. On voit ici
apparaitre la double négation dont le role sera développé longuement plus tard dans ce mémoire.

Regardons maintenant la propositi@ficeNoire A AliceOuvert — K 4 AliceNoire Véri-
fier que sa traduction verR 4 est égal a I'ensemble en entier se fait directement, puisque
[ K 4 AliceOuvert, = [AliceOuvert 4. Qu’en est-il poufR 5. Puisque I'on a défirfiAliceNoire] 4
comme étan{N,NB}, on a:

[K 4 AliceNoird s = {d | fap(d) € {N,NB}} = {RA}

Ayant par ailleurgAliceOuverfsz = {A,RA,NA} et [AliceNoirgl; = {R,RA}, on a bien l'inclu-
sion de[AliceOuvertA AliceNoirg] 5 dans[ K 4 AliceNoirg 5. On a donc Vvérifié formellement
quelona:

+ AliceNoireA AliceOuvert— K 4 AliceNoire

3.4 Etude statique et dynamique

Pour finir cet exemple d’utilisation des structures de représentations que nous développerons
par la suite, nous allons donner quelques indications pour I'étude du comportement dynamique
d’'un tel systeme. Ce que nous qualifions de “dynamique” ici consiste en les assertions de la
forme*“si a un moment donné est vrai, alors peut-on en déduire qud’est aussi ?”.

Dans ce qui précéde, les propositiangelles que- ¢ sont, d’apres la définition de que
I'on a donnée, les propositions qui sont vérifiées par le systéme quel que soit son état, son
évolution. Dans le cas de I'expérience des deux cartes par exemple, cela ne dépend pas de la
carte mise dans I'enveloppe d’Alice.

Comment faire alors pour trouver les propriétés vérifiées par I'expérience dans le cas ou
c’est la carte rouge qui est dans I'enveloppe d’Alice ? Une premiére idée pourrait étre de s’auto-
riser a utiliser une hypothése supplémentaire tsditiceRougegar exemple. Malheureusement,
cette méthode ne marche pas. En effet, avec la méthode de traduction que I'on a donné, une pro-
priété est que sil'on & ¢, cela entraine K 4 ¢ (et K ). On donne ainsi a notre hypothése
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le statut de propriéttoujoursveérifiee par le systéme, ce que I'on ne veut pas. Ici, ce n'est pas
parce que I'on considere que I'enveloppe d’Alice contient la carte rouge que forcément Alice et
Bernard le savent. C’est pourtant le cas si 'on supposdiceRouge

Une autre méthode, plus convaincante, est de traduire une interrogation de ladicirae
moment donné est vrai, alors peut-on en déduire quel’est aussi ?”par la prouvabilité de
la propositionp — 1. Ainsi, a-t'ont ¢ — 1 ? devient la question a considérer. Considérons
par exemple l'assertiosi Alice sait que son enveloppe contient la carte rouge, alors elle sait
gue si Bernard ouvre son enveloppe, il saura aussi que celle d’Alice contient la carte rouge
Ainsi, peut-on relierk 4 AliceRouge I'implication K 4 (BernardOuvert— K AliceRouge?
La réponse est positive, puisque I'on a :

F K4 AliceRouge— K, (BernardOuvert— K AliceRouge

On peut remarquer que la premiére méthode qui consistait a supposer I'’hypothéese supplémen-
taire- K 4 AliceRougget donc restreindre I'ensemble des descriptions a considérer) pour dé-
duire K4 (BernardOuvert— K g AliceRougegest trop forte, puisque I'on peut méme déduire

dans ce cas K AliceRougece qui signifierait que Bernard gagne automatiquement de I'in-
formation lorsqu’Alice ouvre sa carte.

On voit donc que méme si notre formalisme ne s’occupe que de propriétés verifiées tout le
temps par le systeme étudié (ce que I'on peut qualifier de propriétés statiques ou structurelles),
il permet néanmoins d’appréhender de facon puissante le comportement dynamique de celui-ci,
puisque les propriétés du typeci entraine celgeut se traduire sous forme d’'une implication
correspondant a une propriété statique.

Nous allons maintenant aborder la présentation du formalisme proprement dit, avec en pre-
mier lieu la définition précise des structures de représentations et de systemes de représentations
que nous utiliserons par la suite.
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Dans cette partie, nous allons introduire les structures élémentaires qui seront utilisées
comme base pour modéliser des systemes. Dans un premier temps, nous définirons la structure
dereprésentationll s’agit d’'une sorte d’ensemble partiellement ordonné, dont les éléments cor-
respondent a des descriptions de I'état du systéme étudié. Une représentation est utilisée pour la
formalisation d’'un systéme depuis un unique point d’observation. Aussi, dans ce cas, les seuls
éléments qui entrent en compte sont d’une part la structure que I'on connait du systeme, laquelle
fournit un ensemble d’états et de descriptions possibles, et d’autre part une notion d’ordre par-
tiel sur ces descriptions permettant de les comparer suivant la quantité d'informations qu’elles
fournissent. L'usage de ce type de structure tres simple pour modéliser la connaissance a pour
premiere implication que la logique de base est dans ce contexte la logique intuitionniste et non
la logique classique. Cela traduit le fait que dans notre approche, seules les observations four-
nissent des informations, et I'absence d’observation d’'une propriété ne peut étre utilisée pour
prouver que celle-ci est fausse.

Une fois cette structure définie, nous allons I'étendre pour considérer I'existence de plu-
sieurs points d’observations possibles pour un systéme donné. Pour cela, nous allons d’'une part
utiliser plusieurs représentations — une par point de vue — et d’autre part définir un ensemble de
fonctions permettant de relier ces représentations entre elles pour refléter le fait gqu'il s’agit d’'un
unique systeme qui est vu de multiples facons. Ces fonctions précisent la fagon dont “coule”
I'information entre les différents points d’observation, pour reprendre une terminologie issue de
[22,[3]. C’est ainsi que nous définirons la structuresgstéme de représentatiQgii nous per-
mettra d’étudier formellement comment il est possible de relier les connaissances d’'un méme
systeme selon plusieurs points de vue. En particulier, nous nous intéresserons a la fagon dont
une information obtenue depuis un premier point de vue peut étre utilisée pour un second point
de vue. Cela nous permettra de préciser le mode d’étude de I'observation d’'un systeme en fai-
sant abstraction de celui-ci pour se concentrer sur les relations entre les différentes observations.

Les principaux €léments de cette partie sont présentés plus succintement dans [13].
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Chapitre 4

Une representation

4.1 Présentation

Nous allons dans un premier temps nous intéresser a la notion de représentation. Une repré-
sentation est la formalisation d’'une fagon de représenter les différents états du systeme que I'on
observe. Une facon de représenter un de ces états est d’en donner une description. Aussi, dans
un premier temps, on peut considérer qu’une représentation d’'un systeme est un ensemble de
descriptions. Dans cette définition, on ne spécifie pas le fait qu’'une description doit étre com-
pléte, ni méme aussi précise que possible. Ainsi, partant d’une premiére descfiatiest
possible d’en obtenir d’autres en supprimant/deertaines informations. Mais les descriptions
ainsi obtenues sont moins précises qu€ela permet d’introduire une notion que I'on peut
ajouter de facon naturelle a un ensemble de descriptions, celle de comparaison suivant la preé-
cision et la quantité d’informations fournie par les descriptions. Cette comparaison correspond
a une relation d’ordre partiel entre les descriptions, et nous permet d’obtenir notre premiére
définition :

Definition 1 (Représentation)
Une représentation est une paire (R, <) ou R est un ensemble de descriptions et < est un ordre

partiel sur les descriptions.

Cette définition est en fait exactement celle daip.o.(ensemble partiellement ordonné).
Cependant, le nom de représentation permet de préciser le fait que les éléments du poset que
I'on considére sont des descriptions d’'un systéme. De plus, nous utiliserons la convention que
pour deux descriptions comparabtgs< d,, la plus précise des deux ekt

Grace a cette définition tres simple et trés générale, on peut définir une grande variété de
représentations.
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4.1.1 Exemples
Resultat d'un dé

Un premier exemple peut étre donné par le cas simple ou I'on veut représenter (éventuelle-
ment de fagon partielle) le résultat d’'un lancer de dé. Les différents états possibles sont donc les
nombres compris entreet 6. On peut dans ce cas utiliser comme description partielle de I'état
du dé tout sous-ensemble non vide{de. . ., 6}, a la condition que I'un de ces nombres est le
résultat effectif du dé.

L'ensemble des descriptions a considérer est ded,...,6}) \ {0}. Pour obtenir une
représentation, il faut de plus équiper cet ensemble d’un ordre partiel. Mais supposons que
I'on a deux descriptiond; = {1,2,4} etd, = {2,4}. Comme une description est vu comme
un ensemble de résultats possibles du dé lancé, on peut affirmer dans ce dassuane
description plus précise qug, puisque I'on gagne l'information que le résultat n’est pas
Ainsi, il parait clair dans ce cas que l'ordre a utiliser sur cet ensemble est I'inclusion, soit si
dy C dy alorsd; est plus précise qué.

La représentation utilisée dans ce cas-la est donc de la fgstie, ..., 6}) \ {0}, C).

Parties d’'un ensemble

De fagon plus générale, étant donné un enseifibten peut considérer la représentation for-
mée par ses sous-ensembles non vigé#)\ {0}, C). Une description peut étre vue comme
un ensemble d’états qui sont tous des candidats plausibles pour I'état réel du systeme. Le com-
plément de la description est donc un ensemble d’états dont on sait qu’ils ne peuvent pas étre
I'état du systéme.

On remargue a nouveau que dans ce cas, on ne considéere pas I'ensembleaid@e
une description, puisque I'on considére gu'il existe toujours un état (soit un éléntnk’)
qui correspond effectivement a I'état du systeme, et que les descriptions partielles de cet état
doivent au moins contenir cet élément

Il est possible de considérer une multitude de variations de cette définition, en prenant des
sous-ensembles de I'ensemble des parties et en tenant compte de la structure de I'efisemble
de départ. Par exemple, suivant les cas, on peut considérer 'ensemble des ouverts, des parties
connexes, des ensembles finis, des sous-espaces d’'un espace vectoriel, etc. La liste est tres
longue.
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Ensemble de propositions

Etant donné un langage logiqueet une relation de déductidny on peut définir un ordre
partiel sur les sous-ensembleslelos par déduction en posant< A < Vi e A, ' 4.0n
obtient alors une représentation en considérant les sous-ensembles consigidntssiea-dire
ne permettant pas de prouver la proposition fausserdonnés pak-.

Cette sorte de représentation est en fait tres générale, puisque permet de comprendre une
description comme un ensemble de faits vérifiés par I'état du systeme. De plus, elle nous sera
tres utile par la suite pour les preuves de théoremes de complétude.

On peut remarquer que 'ordre défini ici correspond a I'inverse de I'inclusion ensembliste.
On retrouve alors exactement le dual de la représentation de la forme ensemble de parties,
puisque I'on peut associer une proposition a 'ensemble des états du systeme vérifiant cette
proposition, et si une proposition en impliqgue une seconde, elle est inversement vérifiée par
moins d’états du systeme. C’est la raison pour laquelle il y a un renversement de I'ordre entre
les deux types de représentations.

4.1.2 Enrichissement de la définition

On définit une représentation comme n’étant rien de plus gqu’un e.p.o., la seule notion impor-
tante étant la comparaison entre les descriptions suivant leur précision et I'information fournie.
En général, il est intéressant d’enrichir la structure d’e.p.o. en définissant des opérations supplé-
mentaires tenant compte de I'ordre. Les opérations les plus simples de ce genre sontf’'union
et I'intersection/A (ou pour prendre un vocabulaire plus général et plus adapté aux e.p.o., les
bornes inférieures et supérieures), ainsi que les constantes représentant I'élément maximum
et minimum_L pour 'ordre partiel. Nous allons ici explorer I'application de ces opérations aux
représentations.

Description vide

Commencons par I'adjonction d’un élément maximum pour I'ordre. On I'appelle tradition-
nellementtop et on le noteT. En termes de descriptions, comment peut-on interpréter un tel
élément ? Etant maximal pour I'ordrg, on vérifie en d’autres termesv:d, d < T. Suivant
le role attribué a<, on en déduit que pour toute descriptidn’information contenue dans la
description maximalé est présente dank T peut donc étre vue comme une description ne
contenant que des informations communes a toutes les descriptions, en particulier, elle ne peut
pas contenir d’information relative a I'état du systeme. En fait, on peut méme aller plus loin et
considérer qué ne fournit absolument aucune information. En effet, si I'on veut décrire un sys-
teme en termes d’'une description appartenant a une représentation, la représentation elle-méme
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doit étre prise en compte, et c’'est la présence de cette représentation et de la structure qui va
avec qui peut étre considérée comme symbolisant I'informatipriori concernant le systéme,
présente quelque soit la description retenue. Ainsi, on peut considérer quaterfournit au-

cune information, I'information commune étant donnée par la représentation. Cette description
correspond donc a I'absence totale d’information sur I'état du systéme, et sera parfois appelée
description videpar la suite.

Conjonction de descriptions

Dans I'optique retenue pour la définition des représentations, une description peut étre vue
comme une liste de faits, d’'informations que I'on tient pour vraies concernant I'état du systeme.
Cette approche permet de facilement considérer une nouvelle opération que I'on peut intituler
conjonction. En effet, si 'on a deux descriptiosset d, décrivant I'état du systeme, on peut
construire une nouvelle description correspondant a I'ensemble des faits fournis gtat,.

Notons cette nouvelle descriptidnA ds, et étudions les propriétés qu’elle vérifie. Tout d’abord,
cette description contient plus d’informations que les descriptions de dgpetid,. On a donc

dy N dy < dy etdy A\ dy < dy. De plus, supposons I'existence d’'une descriptipplus précise
qued; et qued,. Alors tous les faits fournis par ces deux descriptions sont aussi donnés par
ds. Mais comme la descriptiot; A do correspond exactement a I'ensemble des informations
données pat; etd,, on en déduit qués < d; A ds.

Il faut remarquer que cette opération est définie de facon partielle sur 'ensemble des des-
criptions. En effet, deux descriptions données peuvent trés bien ne pas correspondre a un méme
état du systeme, et il se peut qu’aucun état ne corresponde aux deux descriptions. On parlera
alors de descriptions incompatibles, et de descriptions compatibles sinon.

Exemple

Reprenons I'exemple du dé présenté plus tot, et représente@dr ..., 6}) \ {0}, C).

Dans ce cas, I'opération de conjonction correspond exactement a l'intersection ensem-
bliste. En effet, sil; = {1,2,4} etd, = {2,3,4,5}, alors la conjonction des deux des-
criptions nous informe que le résultat du lancer de dé es? sedtit4, ce qui est donné par

dy N dy = {2,4}. On peut de plus considérer une troisieme descriptios {5,6}. Les
descriptionsi; etds sont incompatibles, puisque leur intersection est vide, alors qu’'une
description doit toujours étre un sous-ensemble non vidglde. 6}, puisque contenant

le résultat du dé.

Exemple

Dans le cadre du représentation dont les descriptions sont des sous-ensembles consistents
de propositions d’'un langage, I'opération de conjonction se traduit par la réunion en-
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sembliste. En effet, si une description est une liste de faits vérifies par le systemes, la
conjonction de deux descriptions revient a considérer une liste plus longue.

On retrouve bien ici le renversement d’ordre par rapport a une représentation du type
“mondes possibles”, puisque I'on interprete ici la conjonction par la réunion et non l'in-
tersection d’ensembles. De plus, la encore I'opération est partielle, puisque la réunion de
deux ensembles de propositions doit étre consistante.

Ainsi, le domaine de définition de I'opération de conjonction est I'ensemble des paires com-
patibles. Si I'on notel; — d, pour indiquer que deux descriptions sont compatibles, on a :

dlf\dgﬁadgldggdletdggdg
d1Ad3:>Vd3, (d3§d1 etd3§d2)<:>d3§d1/\d2

Si de plus, on a un élément maximumpour cet ordre, on &d, d —~ T et la conjonction
vérified A T = d. Enfin, suivant la fagcon dont le domaine de la conjonction est défini (c’est-a-
dire en enlevant les paires incompatibles qui conduiraient a des états absurdes), on a la propriété
Suivante :

Vdy <dy,Vey < ey di —~ e = dy ~ ey

Par la suite, on pourra pour cette opération parler de conjonction ou bien d'intersection, cette
derniere appelation venant du fait que si I'on associe a une description 'ensemble des états pos-
sibles correspondants (ce qui était le cas pour I'exemple du dé), alors les états correspondant a la
conjonction de deux descriptions sont donnés par l'intersection des ensembles d’états associés
a chacune des descriptions de départ.

Ces deux opérations, la conjonction et la constante maximum, peuvent étre, comme on l'avu,
définies assez naturellement en termes de représentations. Cela vient du fait que I'on peut voir
la construction d’une description comme I'activité ou, partant des informations a priori sur le
systeme, on ajoute différentes informations une a une pour arriver a la description désirée. Leur
présence n’étant pas nécessaire dans I'étude que nous voulons faire des structures basées sur
les représentations, nous ne les supposerons pas dans les définitions de cette partie. Cependant
ces opérations sont tellement naturelles qu’elles seront souvent présente dans les exemples que
I'on pourra donner. Ce n’est que dans la prochaine partie, lors de la définition de la notion de
hiérarchie de représentations, que I'on imposera explicitement la présence de ces opérations.

Nous allons considérer maintenant les deux autres opérations, la réuptda constante
minimale_L, et voir qu’elles sont plus délicates a considérer dans le cadre des représentations.
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Commencons par la constante minimale, appelée généraléaitoinet notéel , descrip-
tion duale deT présentée plus haut. Par définition, elle vénfié | < d, ce qui signifie que
toutes les descriptions que I'on peut donner de I'état du systéme sont moins précises que cette
description.L. Une telle description affaiblirait trop la notion de représentation. Pour montrer
cela, revenons sur I'un des postulats de base, qui est que le systéme étudié est toujours dans
un état bien défini. Introduisons de plus la notion de couverture d’une représerRatiane
couverture est un ensemble de descriptions R telle quevd € R,3c € C:d —~ c. Le pos-
tulat peut étre traduit par le fait qu’étant donné une couvedyiguelque soit I'état du systéme,

il existe un élément € C décrivant partiellement cet état. Or, s'il existe un minimum global

1, le singleton{ L} constitue une couverture de la représentation, et dogngui est la plus

précise des descriptions disponibles, ne permet pas de différencier les différents états possibles
du systéme. La représentation n'a donc absolument aucun intérét, puisque aucune des descrip-
tions ne fournit effectivement d’information sur le systéme. Elles sont toutes équivalentes a la
description vide, ne donnant que des informations a priori.

Aussi, méme si 'argumentation que I'on vient de donner n’est qu’approximative, on com-
prend aisément que la présence d’un minimum global conduit au fait que toutes les descriptions
sont équivalentes a une description vide. Par la suite, nous ne rencontrerons donc jamais de
représentation avec un minimum global.

La situation est moins nette pour le cas de la disjonctigaussi appelée réunion), comme
nous lI'avons évoqué dans la présentation des postulats de départ. Tout d’abord, dans de nom-
breux cas, il sera possible de définir une opération de disjonction sur la représentation. En effet,
une classe intéressante de représentation concerne celles comportant une description vide, une
opération d’intersection et vérifiant la condition de chaine croissante. Cette condition stipule
gue toute description est a une distance finie du sommetu plus précisément gu'il existe
une borne a la cardinalité des chaines strictement croissantes allamidel . Cette classe de
représentations correspond au cas ou une description est obtenue a partir de la description vide
en ajoutant des informations, et ce un nombre fini de fois. On peut alors définir une disjonction
en posant :

diVdy=N\{d|d <detd, <d}

Il s’agit alors bien d’une fonction totale, la condition de chaine croissante nous assurant en effet
gue la conjonction est bien définie méme si 'ensemble apparaissant dans la définition est infini
puisque, I'élément final étant a une distance finie du sommet, seul un nombre fini d’éléments
de I'ensemble intervient dans le calcul effectif de la conjonction. On notera que le cas ou la
représentation contient un nombre fini de descriptions est inclus dans le cas précedent.

Nous voyons que dans ce cas spécifique, il est possible de définir une opération de disjonc-
tion en fonction de la conjonction. Cependant, dans le cas général, la définition ci-dessus fait
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intervenir la conjonction d’'un ensemble infini, qui n'est pas toujours définie. Or, comme nous
I'avons expliqué plus tét, la conjonction semble se définir tres naturellement dans le cadre des
représentations et en se basant sur la définition de la disjonction en fonction de la conjonction
gue I'on vient de voir, nous pensons que la disjonction découle effectivement de cette derniére,
mais que cette dépendance ne permet pas toujours de la définir. Aussi, nous pensons que c’est
la conjonction qu’il faut considérer en priorité, et que la disjonction, si elle peut étre définie, en
dépend.

Une autre approche pour expliquer cette préférence, est que si I'on se place dans le cadre
de I'observation d’'un systeme, et que I'on part du principe que toute observation correspond
a un éléement de réalité de ce systeme, étant donné deux observations, anppeut défi-
nir une nouvelle observation correspondant a la conjonction des deux précédentes, et pas a la
disjonction.

Il serait aussi possible de considérer d’autres opérations sur les e.p.o0., comme par exemple
la pseudo-complémention (défini de la fagon suivante : étant donné deux élemenis, le
pseudo-complémemnt, — d, est 'unique élément vérifiantd, d A dy < dy & d < di — dy).

Ces opérations sont trop spécifiques pour étre définies sur les représentations, mais nous les
retrouverons lors de I'étude logique des représentations.

Avant cela, nous allons d’abord présenter plusieurs méthodes générales pour combiner et
transformer les représentations.

4.2 Construction de représentations

Pour construire une représentation associée a un systeme composé de plusieurs parties mises
en relation, on peut procéder de la fagcon suivante : on construit tout d’abord une représentation
correspondant a chacune des sous-parties, que I'on regroupe pour n’en former qu’une. Chaque
partie est alors, du point de vue de la représentation obtenue, indépendante des autres. On ap-
plique une transformation qui réduit la taille de la représentation, afin de ne garder qu’une partie
des descriptions pour exprimer les relations entre les différentes parties. Ainsi, si le systéme est
composé de deux sous-partidset B et qu’'une représentatiafy de A correspond a un état
qui implique un état de3 décrit pardp, alors 'opération de réduction supprimera toutes les
descriptions donnarnt, mais pasiz.

Cette méthode de construction peut donc s’effectuer a partir de deux opérations générales
sur les représentations que nous allons définir maintenant.
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Produit cartésien

Tout d’abord, intéressons-nous a la premiére construction, qui permet de regrouper en-
semble des représentations correspondant intuitivement a des sous-parties d’un systeme. Ainsi,
on se donne deux représentatidds et Rz (ou I'on noteR; = (R;, <;)), chacune correspon-
dant a une sous-partie. Une description de I'état du systeme peut alors étre la donnée d’une paire
de descriptionsd 4, dg), chacune correspondant a une sous-partie. On reconnait la construction
du produit cartésien pour les ensembles de descriptions, que I'on étend a la structure de repré-
sentation en considérant I'ordre produit. On obtient donc la représentation produit :

Ra®Rp=(Rax Rp,<agn)

ou l'ordre < 4 est le produit point par point des deux ordres de départ (ainsi, la comparaison
(dy,ds) <agp (€1,e2) €st équivalente a la conjonctiah <4 e; etds; <p e,). Cette construc-

tion pouvant s’étendre a une famille quelconque de représentations, on peut définir dans le cas
général[[{R; | i € Z}.

Cette construction, tres classique, permet de construire une représentation a partir d’'une fa-
mille de représentations. Cependant, elle ne peut pas étre utilisée toute seule. Dans le cas de
produit de deux représentations, toute paire de descriptions est une description du produit, ce
qui impligue que des informations concernant I'une des parties n’entrainent aucune connais-
sance sur I'état de l'autre partie. Du point de vue de cette représentation produit, il n’existe
aucune corrélation entre les différentes parties. Dans ce cas, I'étude de chacune des parties est
indépendante des autres, et il n'est d’aucune utilité de les considérer ensemble. Pour remédier
a cela et augmenter les informations exprimées par un représentation, nous allons maintenant
présenter I'opération de raffinage.

Raffinage

Reprenons le cas ou I'on a deux représentatidnset R 5. Supposons que ces représenta-
tions correspondent a deux parties d’un systeme, et qu'il existe une relation entre I'état de la
partie A et I'état deB. Pour simplifier, on pourra considérer que la relation en question permet,
connaissant une description de I'état dede déduire des informations sur 'état Be Cette
relation peut s’exprimer de facon fonctionnelle, et ainsi si 'on a une descrigtioh R 4, on
en déduit de I'information suB décrite parf(d4) € Rp. Dans ces conditions, certaines des-
criptions deR 4 ® Rp peuvent étre supprimées, précisément, les descriptibns/z) telles
quedp £ f(da). En effet, si une part d’'information fournie p#td4) n'est pas présente dans
dg, cette description est vue comme trop “pauvre”. En présence d’'une opération de conjonction,
on peut la transformer en une bonne représentdtiands A f(da)).
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Dans le cas général (sans supposer une opération de conjonction), on peut donc définir
I'opération de raffinage sur une représentatfora partir d’'une fonctionp : R — R en pre-
nant comme nouvel ensemble de descriptipdg d < ¢(d)}, et en restreignant l'ordre a cet
ensemble. On notera pour simplifiefR ) la représentation obtenue. Pour 'exemple précédent,
on avaito((da,dp)) = (da, f(da)). On notera que cette opération de raffinage est idempo-

tente :on a0 ¢(R) = ¢(R).

Plusieurs renforcements de la définition peuvent étre définis. En particulier, le raffinage que
I'on vient d’introduire ne permet pas en général, étant donné une descriptiofk, de dire
comment la transformer en une descriptiongd® ). Elle fournit uniguement un critére de sé-
lection que I'on applique aux descriptions. Pourtant, I'opération de raffinage peut aussi étre vue
comme un ajout d’'information structurelle a I'observation du systeme, et I'on pourrait trouver
naturel de savoir comment transformer une description en intégrant I'information structurelle
gue I'on ajoute. On peut donc supposer que la fonction utilisée pour faire le raffinage permet
en plus de transformer les descriptions. Cela revient & associer a toute descriptierdes-
cription ¢(d) € ¢(R). On peut facilement se convaincre qu’une telle fonction est un opérateur
de clbture inférieure, c’est-a-dire qu’elle est croissante, intensive et idempotante : croissante
car si 'on a deux descriptions comparablgs < d,, les informations déduites dé& et de
I'information structurelle ajoutée peuvent aussi s’obtenir a partif;deéntensive (c’est-a-dire
Vd, ¢(d) < d) car I'application de la fonction revient a ajouter de I'information ; idempotente
(c'est-a-direv d, po p(d) = ¢(d)) enfin car appliquer la fonction revient a ajouter I'information
structurelle, et le faire une deuxieme fois n'apporte rien par rapport a la premiére fois. Dans ce
cas, la représentation obtenue consiste en les descriptions fixées par

Dans le cas du produit de deux représentations avec une opération de conjonction, une
fonctionf : R4 — R p permet en fait de définir une telle opération de cléture inférieure comme
on I'a vu plus haut, en posawt; : (da,dg) — (da,dp N f(da)). Cette remarque permet
d’observer le fait qu’'une opération de cléture inférieure n’est pas forcément une fonction totale,
puisque dans le cagy, la conjonction n'est que partielle. Cela traduit le fait qu’en ajoutant
de linformation structurelle, on peut découvrir que des descriptions jusqu’alors acceptables
sont en fait absurdes. Cependant, la découverte de descriptions absurdes est la seule cause de
partialité de la fonction, et de fagon similaire a I'opération de conjonction, il est raisonnable
d’exiger qui le domaine de définition d’'une telle fonctignsoit un idéal :Vd; < d,, d; €
dom(¢) = dy € dom().

On peut s’interroger sur I'application successive de plusieurs raffinages, et de leur éventuelle
commutativité. Notamment, comme on a défini deux sortes d’opérations de raffinage, on peut
voir la facon dont elles different. Dans le premier cas, on n’utilise une fonction de raffinage



46 Chapitre 4. Une représentation

gue comme un sélecteur de descriptions, pour transformer une représeRtatidrensemble
®»(R) = {d | d < ¢(d)}. Dans ce cas, il y a toujours commutativité entre les différents raffi-
nages, puisque on a en général :

¢10¢2(R) ={d | d < d1(d) etd < ¢a(d)} = ¢2 0 $1(R)

Dans le cas de la définition étendue, la situation est cependant moins concluante. En effet, rien
n’impose qu’aprés avoir appliqug puis ¢,, on doive obtenir une description qui est toujours
point fixe deg;.

Exemple

Soit N I'ensemble des entiers naturels, ordonnée de facon usuelle. C’est bien une repré-
sentation. On définit maintenant deux fonctions sur les entiers :

f:xHQ{g-‘—l g:xr—>2{gJ

ou[n| (resp. n]) représente la partie entiére par exces (resp. par défaut)idest facile

de s’assurer que ces fonctions sont bien des opérateurs de cléture inféti@ymaf pour
points fixes les nombres pairs,geét les nombres impairs. L'application des fonctions ne
commute pas, puisqu’on a en particuliétz, f o g(z) = go f(x) £ 1.

On I'a vu, le raffinage d’une représentation peut se traduire par I'ajout d'informations struc-
turelles concernant le systeme étudié. Cette opération a donc deux actions sur une représenta-
tion : d’'une part, elle sélectionne les descriptions qui ne sont pas absurdes, d’autre part, elle
précise quelles sont les descriptions qui peuvent étre considérées comme suffisament riches,
incluant l'information structurelle que I'on a ajoutée.

La définition de ces deux opérations permet donc bien d’exprimer la fagon dont en général
on peut définir I'étude d’un systeme a partir de ses sous-parties. En effet, on commence d’abord
par étudier chacune de ces sous-parties (ce qui correspond a la définition des représentations
R;), puis on considére le systéme dans son ensemble, en prenant en compte toutes les sous-
parties (on effectue le produit dé&;) et en exprimant de facon précise les corrélations qu'il
peut y avoir entre ces parties (on applique alors un ensemble de raffinages correspondant a ces
corrélations).

De cette maniere, et en considérant la variété des représentations que I'on peut définir, on
voit qu’il est possible d’exprimer un tres grand nombre de systémes sous forme de représen-
tations, et ce de fagon trés riche grace a I'opération de raffinage. Nous allons maintenant voir
comment il est possible d’étudier le comportement d’un systéme que I'on a formalisé de la
sorte.
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